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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÈÑÒÈÍÍÎÑÒÈ:
ÀÇÌÛÊÀÍÈÅ ÏÅÄÈÊÀÒÀ
Ïîä òåðìèíîì ¾ðàçìûêàíèå ïðåäèêàòà¿ ïîíèìàåòñÿ ñâåäåíèå çàäà÷è ïîèñêà è èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ìíî-
æåñòâà èñòèííîñòè çàäàííîãî ïðåäèêàòà ê çàäà÷å ïîèñêà è èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåêî-
òîðîãî îòîáðàæåíèÿ. àçìûêàíèå ïðåäèêàòà äàåò äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòü àíàëèçà åãî ìíîæå-
ñòâà èñòèííîñòè, à òàêæå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ñ òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè.
Èçâåñòíû ïðèìåðû ðàçìûêàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ïðåäèêàòîâ, òàêèõ êàê ïðåäèêàò ¾áûòü ñòàáèëüíûì
(ñëàáî èíâàðèàíòíûì) ìíîæåñòâîì¿, ïðåäèêàò ¾áûòü íåóïðåæäàþùèì ñåëåêòîðîì¿, ïðåäèêàò ¾áûòü
ñåäëîâîé òî÷êîé¿, ïðåäèêàò ¾áûòü ðàâíîâåñèåì Íýøà¿. Â óïîìÿíóòûõ ñëó÷àÿõ âîïðîñ îá àïðèîðíîé
îöåíêå âîçìîæíîñòè ðàçìûêàíèÿ òîãî èëè èíîãî èíòåðåñóþùåãî íàñ ïðåäèêàòà è î ïîñòðîåíèè ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðàçìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ îñòàâàëñÿ çà ðàìêàìè ðàññìîòðåíèÿ: ðàçìûêàþùèå îòîáðàæå-
íèÿ ïðåäîñòàâëÿëèñü êàê ãîòîâûå îáúåêòû. Â ïðåäëàãàåìîé çàìåòêå ìû ïîñòàðàåìñÿ îò÷àñòè çàêðûòü
ýòîò ïðîáåë: ïðèâîäÿòñÿ îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ðàçìûêàíèÿ ïðåäèêàòà, ñïîñîáû ïîñòðîå-
íèÿ è èñ÷èñëåíèÿ ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Îïèñûâàåìûé ïîäõîä ïðèìåíèì
âî âñåõ óïîìÿíóòûõ âûøå ïîëîæèòåëüíûõ ïðèìåðàõ. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðîâåäåíî ñëåäóþùåå
ýòîìó ñïîñîáó ïîñòðîåíèå ðàçìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïðåäèêàòà ¾áûòü íýøåâñêèì ðàâíîâåñèåì¿.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîæåñòâî èñòèííîñòè ïðåäèêàòà, íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ, ðàâíîâåñèå Íýøà.
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Ââåäåíèå
Ïîä òåðìèíîì ¾ðàçìûêàíèå ïðåäèêàòà¿ çäåñü ïîíèìàåòñÿ ñâåäåíèå çàäà÷è ïîèñêà è/èëè
èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà èñòèííîñòè çàäàííîãî ïðåäèêàòà ê çàäà÷å ïîèñêà è/èëè èçó÷åíèÿ
ñâîéñòâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ðàçìûêàíèå ïðåäèêàòà,
åñëè îíî îñóùåñòâëåíî, äàåò (êàê ìèíèìóì äîïîëíèòåëüíûå) âîçìîæíîñòè àíàëèçà åãî îáëà-
ñòè èñòèííîñòè è ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîé îáëàñòè ñ òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè. Äàííûé
ïðèåì àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè: ïðè èçó÷åíèè äèåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé è äèåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé; â òåîðèè èãð  ïðè èññëåäîâàíèè ñåäëîâûõ
òî÷åê (ñì. [1℄) è ðàâíîâåñèé Íýøà (ñì. [2,3℄); â äèíàìè÷åñêèõ èãðàõ  ïðè ïîñòðîåíèè ñòàáèëü-
íûõ (ñëàáî èíâàðèàíòíûõ) ìíîæåñòâ (ñì. [4, 5℄) è íåóïðåæäàþùèõ ñåëåêòîðîâ ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé (ñì. [6, 7℄). Âìåñòå ñ òåì, âî âñåõ ýòèõ ïðèìåðàõ ¾ðàçìûêàþùåå¿ îòîáðàæåíèå
âûäàåòñÿ êàê ãîòîâûé ïðîäóêò: âîïðîñ âîçìîæíîñòè ðàçîìêíóòü òîò èëè èíîé èíòåðåñóþùèé
íàñ ïðåäèêàò è ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ îñòàâàëèñü
çà ðàìêàìè ðàññìîòðåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû íàìåòèì ïóòü ïîñòðîåíèÿ ðàçìûêàþùèõ
îòîáðàæåíèé äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ïðåäèêàòîâ: ïðèâåäåì îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè
ðàçìûêàíèÿ ïðåäèêàòà, ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ è èñ÷èñëåíèÿ ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé è èõ
îñíîâíûå ñâîéñòâà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè áóäåò ïðîâåäåíî ¾ðóòèííîå¿ ïîñòðîåíèå ðàçìû-
êàþùåãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïðåäèêàòà ¾áûòü íýøåâñêèì ðàâíîâåñèåì¿. Îïèñûâàåìûé ïîäõîä
äàëåê îò óíèâåðñàëüíîñòè, íî ïî êðàéíåé ìåðå ïðèìåíèì âî âñåõ óïîìÿíóòûõ âûøå ïîëîæè-
òåëüíûõ ïðèìåðàõ.
 1. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà
1. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñèìâîëèêà (êâàíòîðû, ïðîïîçè-
öèîíàëüíûå ñâÿçêè, ∅  ïóñòîå ìíîæåñòâî);
def
=  ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ;
def
⇔  ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ; def çàìåíÿåò ðàçó ¾ïî îïðåäåëåíèþ¿. Ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáî-
ðà. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî  ìíîæåñòâà. ×åðåç P(T ) (÷åðåç
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P
′(T )) óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ñåìåéñòâî âñåõ (âñåõ íåïóñòûõ) ïîäìíîæåñòâ (ï/ì) ïðîèçâîëüíî-
ãî ìíîæåñòâà T ; ñåìåéñòâî P(T ) èìåíóåì òàêæå áóëåàíîì ìíîæåñòâà T . Åñëè A è B  íåïó-
ñòûå ìíîæåñòâà, òî BA åñòü def ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî




= f(x) ∀x ∈ C. (1.1)
Ïîëàãàåì, òàêæå, ÷òî f(C)  def îáðàç ìíîæåñòâà C ∈ P(A) ïðè îòîáðàæåíèè f : f(C)
def
=
{f(x) : x ∈ C}. Ïðè f ∈ P(B)A áóäåì òàêæå íàçûâàòü f ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì (ì/î)
èëè ìóëüòèóíêöèåé (ì/) èç A â B. Â ñëó÷àå, êîãäà F ∈ P′(BA) ïîëàãàåì (F |C)
def
= {(f |C) :





{a ∈ A | b = f(a)}, b ∈ f(A),
∅, b 6∈ f(A),
∀b ∈ B.












Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f ∈ XX îáîçíà÷èì Fix(f) ìíîæåñòâî âñåõ åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê:
Fix(f)
def
= {x ∈ X | f(x) = x}. Åñëè f  ìóëüòèóíêöèÿ, ìíîæåñòâî Fix(f) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê Fix(f)
def
= {x ∈ X | x ∈ f(x)}.
2. Äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X è îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà 4∈ P′(X × X),
îïðåäåëåííîãî íà íåì, îáîçíà÷èì (X,4) ñîîòâåòñòâóþùåå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
(×ÓÌ). Äëÿ Y ∈ P(X) îáîçíà÷èì ⊤Y è ⊥Y íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y
ñîîòâåòñòâåííî, åñëè îíè ñóùåñòâóþò. Íàçîâåì ×ÓÌ ïîëíîé ðåøåòêîé, åñëè êàæäîå åãî ïîä-
ìíîæåñòâî èìååò âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè.
3. Ïðåäèêàò P íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå X áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ îäíîèìåííîé óíêöèåé
èç {0, 1}X . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ïðåäèêàò P , è çàïèñûâàòü ýòî ÷å-
ðåç P (x), åñëè è òîëüêî åñëè P (x) = 1. Ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ X, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
ïðåäèêàò P , íàçîâåì ìíîæåñòâîì èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P . Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì
îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ìíîæåñòâî P−1(1). Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ
íà X îáîçíà÷èì PR(X). Áóäåì íàçûâàòü ðàçìûêàíèåì ïðåäèêàòà P îïåðàöèþ ïîèñêà è/èëè
ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ FP ∈ P(X)
X
òàêîãî, ÷òî
Fix(FP ) = P
−1(1). (1.2)
Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå FP , îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì (1.2), áóäåì íàçûâàòü ðàçìûêàþùèì (äëÿ
ïðåäèêàòà P ).
 2. Èñ÷èñëåíèå ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé
2.1. Ïîðÿäîê, ñóæåíèå, ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè
1. Äëÿ âñÿêîãî ïðåäèêàòà P , çàäàííîãî íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå X, îáîçíà÷èì UM(P ) ìíî-
æåñòâî âñåõ ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé ïðåäèêàòà P :
UM(P )
def
= {f ∈ P(X)X | Fix(f) = P−1(1)}.
Òàêèì îáðàçîì, UM(P ) ∈ P′(P(X)X ). Íà ìíîæåñòâå P(X)X ââåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê 4,
ïîëàãàÿ (g 4 f)
def
⇔ (g(x) ⊂ f(x) ∀x ∈ X) ∀f, g ∈ P(X)X . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ f, g ∈ P(X)X
âûïîëíÿåòñÿ
(g 4 f)⇔ (g−1 4 f−1). (2.1)
Îá îäíîì ïîäõîäå ê àíàëèçó ìíîæåñòâà èñòèííîñòè: ðàçìûêàíèå ïðåäèêàòà 527
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ×ÓÌ (P(X)X ,4)  ïîëíàÿ ðåøåòêà. Íåòðóäíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ïðåäèêàòà P ∈ PR(P ) ×ÓÌ (UM(P ),4) îáðàçóåò ïîëíóþ ïîäðåøåòêó â (P(X)X ,4)









Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èìååì
⊤UM(P ) = ⊤
−1
UM(P ), ⊥UM(P ) = ⊥
−1
UM(P ). (2.2)
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî f ∈ P(X)X ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
(f 4 ⊤UM(P ))⇒ (Fix(f) ⊂ P
−1(1)),
(⊥UM(P ) 4 f)⇒ (P
−1(1) ⊂ Fix(f)).
Êàê ñëåäñòâèå,
UM(P ) = {f ∈ P(X)X | ⊥UM(P ) 4 f 4 ⊤UM(P )}, (2.3)
(f ∈ UM(P ))⇔ (f−1 ∈ UM(P )). (2.4)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ∈ P(X)X òàêîâî, ÷òî f 4 ⊤UM(P ). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
x ∈ X èìååì èìïëèêàöèè
(x ∈ f(x))⇒ (x ∈ ⊤UM(P )(x))⇒ P (x).
Òàêèì îáðàçîì,
Fix(f) ⊂ P−1(1). (2.5)
Íàïðîòèâ, åñëè ⊥UM(P ) 4 f , òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ
P (x)⇒ (x ∈ ⊥UM(P )(x))⇒ (x ∈ f(x)).
Ñëåäîâàòåëüíî,
P−1(1) ⊂ Fix(f). (2.6)
Ñîâîêóïíîñòü âëîæåíèé (2.5), (2.6) äàåò âêëþ÷åíèå f ∈ UM(P ). Òàê êàê f áûëî âûáðàíî
ïðîèçâîëüíî, èìååì âëîæåíèå
UM(P ) ⊃ {f ∈ P(X)X | ⊥UM(P ) 4 f 4 ⊤UM(P )}.
Îáðàòíîå âëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó îïðåäåëåíèé íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ.
Ýêâèâàëåíòíîñòü (2.4) ñðàçó ñëåäóåò èç (2.1), (2.2) è (2.3). Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî. 
Îòìåòèì åùå îäíó êîíñòðóêöèþ ðàçìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïðåäèêàòà P ∈ PR(X),
ñëåäóþùóþ èç (2.3):
FP (x) = P
−1(1), x ∈ X.
2. Äëÿ ëþáûõ φ ∈ P(X)X è Y ∈ P′(X) îáîçíà÷èì [φ |Y ] îòîáðàæåíèå âèäà
[φ |Y ](y)
def
= Y ∩ φ(y) ∀y ∈ Y.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ýòîì äëÿ âñÿêîãî P ∈ PR(X) îòîáðàæåíèå (P |Y ) ∈ PR(Y )
def
= {0, 1}Y
îïðåäåëåíî (ñì. (1.1)) ðàâåíñòâàìè (P |Y )(y)
def
= P (y) y ∈ Y .
Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ P ∈ PR(X), Y ∈ P′(X) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
UM((P |Y )) = {[φ |Y ] : φ ∈ UM(P )}. (2.7)
528 Ä.À. Ñåðêîâ
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì P ∈ PR(X) è Y ∈ P′(X). Òîãäà äëÿ ëþáûõ y ∈ Y
è φ ∈ UM(P )
(y ∈ Fix([φ |Y ]))⇔ (y ∈ [φ |Y ](y)) ⇔ (y ∈ φ(y))⇔ (y ∈ Fix(φ))⇔ P (y)⇔ (P |Y )(y).
Òðåòüÿ è øåñòàÿ ýêâèâàëåíöèè ñëåäóþò èç ïðåäïîëîæåíèÿ y ∈ Y è îïðåäåëåíèÿ ñóæåíèÿ
óíêöèè (1.1). Òàê êàê y âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, èìååì âêëþ÷åíèå [φ |Y ] ∈ UM((P |Y )).
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà φ âûïîëíåíî âëîæåíèå
{[φ |Y ] : φ ∈ UM(P )} ⊂ UM((P |Y )). (2.8)
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ îáðàòíîãî âëîæåíèÿ èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå φY ∈ UM((P |Y ))







φY (z), z ∈ Y,
P−1(1), z 6∈ Y.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî φY = [φX |Y ]. Ïðåäñòàâèâ ìíîæåñòâî èñòèííîñòè P
−1(1) ïðåäèêàòà P â âèäå
ñóììû (P−1(1) ∩ Y ) ∪ (P−1(1) \ Y ), òàêæå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Fix(φX) = P
−1(1). Òî åñòü
φX ∈ UM(P ). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî âëîæåíèå, îáðàòíîå (2.8). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî (2.7). Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.
3. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé äëÿ îïåðàöèé ëîãèêè âûñêàçû-
âàíèé íà îñíîâå ðàçìûêàþùèõ îòîáðàæåíèé âõîäÿùèõ â íèõ ïðåäèêàòîâ. Ïóñòü P,Q ∈ PR(X).
Ëåììà 3. Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
UM(¬P ) = {f ∈ P(X)X | ∃g ∈ UM(P ) : f(x) = X \ g(x) ∀x ∈ X}, (2.9)
UM(P&Q) = {f ∈ P(X)X | ∃g ∈ UM(P ) ∃q ∈ UM(Q) : f(x) = g(x) ∩ q(x) ∀x ∈ X}, (2.10)
UM(P ∨Q) = {f ∈ P(X)X | ∃g ∈ UM(P ) ∃q ∈ UM(Q) : f(x) = g(x) ∪ q(x) ∀x ∈ X}. (2.11)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî (2.10). Ôèêñèðóåì P,Q ∈ PR(X)
è φ ∈ UM(P&Q). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X






φ(z) ∪ {z}, z ∈ P−1(1) \Q−1(1),





φ(z) ∪ {z}, z ∈ Q−1(1) \ P−1(1),
φ(z), z 6∈ Q−1(1) \ P−1(1).
Òàê êàê
X \ (P−1(1) \Q−1(1)) = (P−1(1) ∩Q−1(1)) ∪ (X \ P−1(1)),
â ñèëó âûáîðà φ (ñì. (2.12)) èìååì (x ∈ φP (x)) ⇔ P (x). Ñëåäîâàòåëüíî, φP ∈ UM(P ). Àíàëî-
ãè÷íî ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå φQ ∈ UM(Q). Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ(x) = φP (x)∩φQ(x) ∀x ∈ X.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà φ èìååì âëîæåíèå
UM(P&Q) ⊂ {f ∈ P(X)X | ∃g ∈ UM(P ) ∃q ∈ UM(Q) : f(x) = g(x) ∩ q(x) ∀x ∈ X}.
Äîêàæåì îáðàòíîå âëîæåíèå. Ïóñòü g ∈ UM(P ) è q ∈ UM(Q) è f ∈ P(X)X òàêîâî, ÷òî
f(x) = g(x) ∩ q(x) ∀x ∈ X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååì
(x ∈ Fix(f))⇔ (x ∈ f(x))⇔ (x ∈ g(x) ∩ q(x))⇔ (x ∈ Fix(g) ∩ Fix(q))⇔ (P (x)&Q(x)).
Òî åñòü f ∈ UM(P&Q). Òàê êàê g è q âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, èìååì èñêîìîå âëîæåíèå:
UM(P&Q) ⊃ {f ∈ P(X)X | ∃g ∈ UM(P ) ∃q ∈ UM(Q) : f(x) = g(x) ∩ q(x) ∀x ∈ X}.
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî (2.10). Ñîîòíîøåíèÿ (2.9) è (2.11) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äî-
êàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. 
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Çàìå÷àíèå 1. Ïîíÿòíî, ÷òî, èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçìû-
êàþùåå îòîáðàæåíèå ìíîãèõ äðóãèõ âûðàæåíèé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé íà îñíîâå ðàçìûêàþùèõ
îòîáðàæåíèé âõîäÿùèõ â íèõ ïðåäèêàòîâ.
2.2. àçìûêàíèå ïðåäèêàòà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè







Ïðè ýòîì ýëåìåíò x ∈ X íàçîâåì êîðòåæåì èç X (èëè ïðîñòî êîðòåæåì, åñëè ìíîæåñòâî X
èêñèðîâàíî) è îáîçíà÷èì ÷åðåç xι ι-óþ êîìïîíåíòó êîðòåæà x: xι
def
= (x | {ι}) ∈ Xι. Îáîçíà÷èì
(y, x−ι) êîðòåæ èç X, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ýëåìåíòà y ∈ Xι â ι-þ êîìïîíåíòó





y,  = ι,
x,  ∈ I \ {ι},
∀x ∈ X ∀y ∈ Xι ∀ι ∈ I. (2.14)
Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå êîãäà èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, îïðåäå-
ëåíèå (2.14) äàåò òîæäåñòâî
(y, x−ι) = y ∀x ∈ X ∀y ∈ Xι ∀ι ∈ I. (2.15)





= {y ∈ Xι | P ((y, x−ι))} ∀x ∈ X ∀ι ∈ I. (2.16)





= {z ∈ X | zι ∈ Bι(x)}, Dι(x)
def
= {(y, x−ι) ∈ X | y ∈ Bι(x)} ∀x ∈ X ∀ι ∈ I. (2.17)
Çàìå÷àíèå 3. Ñðàçó îòìåòèì ñëåäóþùèé èç ýòèõ îïðåäåëåíèé âèä îòîáðàæåíèÿ Cι, â ñëó-
÷àå êîãäà I  ñèíãëåòîí (ñì. (2.15), (2.16) è (2.17)):
Cι(x) = Dι(x) = {y ∈ X | P (y)} = P
−1(1) ∀x ∈ X ∀ι ∈ I.
Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî ι ∈ I âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ Cι ∈ UM(P ), Dι ∈ UM(P ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì âêëþ÷åíèå Cι ∈ UM(P ). Çàèêñèðóåì ι ∈ I . Ïóñòü
x ∈ X òàêîé, ÷òî x ∈ Fix(Cι). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, èìååì x ∈ Cι(x). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèåì (ñì. (2.14)) x = (xι, x−ι). Èç (2.17) ïîëó÷èì xι ∈ Bι(x). Çíà÷èò (ñì. (2.16)), P ((xι, x−ι)).
Åùå ðàç ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì x = (xι, x−ι), ïîëó÷èì P (x). È, ñëåäîâàòåëüíî, x ëåæèò â ïðàâîé
÷àñòè (1.2). Òàê êàê x áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíî, ïîëó÷àåì âëîæåíèå
Fix(Cι) ⊂ {x ∈ X | P (x)}. (2.18)
Ïðîâåðèì îáðàòíîå âëîæåíèå. Ïóñòü x ∈ X òàêîé, ÷òî P (x). Òîãäà P ((xι, x−ι)). Çíà÷èò,
xι ∈ Bι(x). Îòêóäà ñëåäóåò x ∈ Cι(x), òî åñòü x ∈ Fix(Cι). Òàê êàê x áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíî, ïî-
ëó÷àåì âëîæåíèå {x ∈ X | P (x)} ⊂ Fix(Cι). Ñ ó÷åòîì (2.18) ïîëó÷èì Fix(Cι) = {x ∈ X | P (x)}.
Òàê êàê èíäåêñ ι áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíî, ïîëó÷àåì ïåðâîå âêëþ÷åíèå. Âòîðîå âêëþ÷åíèå
ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. 
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2.3. àçìûêàíèå êîíúþíêöèè ïðåäèêàòîâ íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå êîíúþíêöèåé çàäàí-
íîãî ñåìåéñòâà ïðåäèêàòîâ. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ðàçìûêàþùåãî îòîáðàæåíèÿ, èñïîëü-
çóþùåå ñïåöèèêó êîíúþíêöèè ïðåäèêàòîâ.
Ïóñòü äëÿ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ J çàäàíî ñåìåéñòâî P ∈ PR(X),  ∈ J , ïðåäè-





= {y ∈ Xι | P((y, x−ι))} ∀x ∈ X ∀ι ∈ I ∀ ∈ J . (2.19)





= {z ∈ X | zι ∈ Bι(x)} ∀x ∈ X ∀ι ∈ I ∀ ∈ J . (2.20)
Ïóñòü ïðåäèêàò P ∈ PR(X) èìååò âèä P (x)
def
⇔ (P(x) ∀ ∈ J ), x ∈ X. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà J íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà I è g ∈ IJ  ïðîèçâîëüíàÿ
áèåêöèÿ, ðåàëèçóþùàÿ âëîæåíèå J â I .







Bιg−1(ι)(x)((y, x−ι)), ι ∈ g(J ),
Xι, ι 6∈ g(J ),
∀x ∈ X ∀ι ∈ I, (2.21)








Bι(x) ∀x ∈ X. (2.22)
Ëåììà 5. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå FP ∈ UM(P ).
Çàìå÷àíèå 4. Åùå ðàç îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà I : ñ ó÷åòîì
(2.15) ëåììà 5 ñâîäèòñÿ ê î÷åâèäíîìó ðàâåíñòâó {x ∈ X | P (x)} = P−1(1). Òàêèì îáðàçîì,
êàêèõ-ëèáî ïðåèìóùåñòâ ìîæíî îæèäàòü ëèøü â ñëó÷àå íåòðèâèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ìíîæå-
ñòâà X â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñîìíîæèòåëåé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáûõ x ∈ X è ι ∈ I ïîëîæèì Cι(x)
def
= {z ∈ X | zι ∈ Bι(x)}.








Cg()(x) ∀x ∈ X.




∈J Cg()(x) ∀x ∈ X âûïîëíÿ-






Bι(x) ∀x ∈ X. (2.23)
Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ Cι äëÿ ëþáûõ  ∈ I è z ∈ X èìååì ðàâåíñòâî (
⋂
ι∈I Cι(z) | {}) = B(z).




Cι(x))⇔ (y ∈ (
⋂
ι∈I
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 3. Ïðèìåð: ðàâíîâåñèå Íýøà







Çäåñü Xι  ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé, à Jι  óíêöèÿ âûèãðûøà ι-ãî èãðîêà: Jι : X 7→ R, ι ∈ I .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç PN ïðåäèêàò ¾áûòü ðàâíîâåñèåì Íýøà¿ â èãðå (X,J):
PN (x)⇔ (Jι(z, x−ι) 6 Jι(x) ∀z ∈ Xι ∀ι ∈ I) ∀x ∈ X.
Êàê âèäèì, èìååò ìåñòî ñëó÷àé I = J è ïðåäèêàò PN ∈ PR(X) ïðåäñòàâëåí êîíúþíêöèåé
ïðåäèêàòîâ Pι ∈ PR(X), ι ∈ I , âèäà
Pι(x)⇔ (Jι(z, x−ι) 6 Jι(x) ∀z ∈ Xι) ∀x ∈ X.





= {y ∈ Xι | Pι((y, x−ι))} = {y ∈ Xι | Jι(z, x−ι) 6 Jι(y, x−ι), ∀z ∈ Xι} =
= {y ∈ Xι | sup
z∈Xι
Jι(z, x−ι) 6 Jι(y, x−ι)} = argmax
y∈Xι
Jι(y, x−ι);











Jι(y, x−ι) ∀x ∈ X.
2. Îòîáðàæåíèå FPN , â ñèëó ëåììû 5, ÿâëÿåòñÿ ðàçìûêàþùèì äëÿ ïðåäèêàòà PN : FPN ∈
∈ UM(PN ). Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì àêòîì äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ðàâíîâåñèé Íýøà â ñëó÷àå,
êîãäà óíêöèè âûèãðûøà Jι íåïðåðûâíû, à ìíîæåñòâà Xι ñóòü êîìïàêòû.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Z  íåïóñòîå ìíîæåñòâî è F ∈ P(Z)Z  ìíîãîçíà÷íîå îòîá-












F (y) ∩ Y.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Fˆ (Y ) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ¾êàíäèäàòîâ¿ èç ìíîæåñòâà Y âî ìíî-
æåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê: ëåãêî ïðîâåðèòü îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ýëåìåíòû èç Y , íå ïîïàâøèå
â Fˆ (Y ), çàâåäîìî íå ïðèíàäëåæàò Fix(F ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç O(Z) ìíîæåñòâî âñåõ ïîêðûòèé Z, òî åñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ (Oκ)K ⊂ P(Z)
òàêèõ, ÷òî ∪κ∈KOκ = Z. Ïóñòü τ(Z)  íåêîòîðàÿ òîïîëîãèÿ â Z (ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ofo(Z) (Ofc(Z)) ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ îòêðûòûõ (çàìêíóòûõ)
ïîêðûòèé Z.
Òåîðåìà 1 (ñì. [8, òåîðåìà 2℄). Ïóñòü Z  êîìïàêòíîå õàóñäîðîâî ïðîñòðàíñòâî, à îòîá-












Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî Fix(F ) íå ïóñòî, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
∀(Oκ)K ∈ Ofc(Z) ∃κ¯ ∈ K Fˆ (Oκ¯) 6= ∅. (3.2)
Çàìå÷àíèå 5. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [8, òåîðåìà 3℄, åñëè Z ìåòðèçóåìî, óñëîâèå (3.2) ïðèíèìàåò
âèä
∀δ > 0 ∃ zδ ∈ Z d(zδ , F (zδ)) 6 δ. (3.3)
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Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà ðàâíîâåñèé Íýøà. Åñëè ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé Zι  òîïîëîãè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà, òî ïîëàãàåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Z íàäåëåíî òîïîëîãèåé òèõîíîâñêîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ [10℄. Èç ëåììû 5 è òåîðåìû 1 ñëåäóåò
Òåîðåìà 2. Ïóñòü Xι, ι ∈ I,  êîìïàêòíûå õàóñäîðîâû ïðîñòðàíñòâà, äëÿ ëþáîãî ι ∈ I
óíêöèÿ Jι ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó íà X, óíêöèÿ Jι(z, ·) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà X−ι ïðè
ëþáîì z ∈ Xι. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ äëÿ ìíîæåñòâà P
−1













Â ÷àñòíîñòè, ðàâíîâåñèå Íýøà äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ïðîèçâîëüíîì
ïîêðûòèè (Oκ)K ∈ Ofc(X) íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Oκ¯ ∈ (Oκ)K , ñîäåðæàùåå äâà ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèÿ Êóðíî
∀(Oκ)K ∈ Ofc(X) ∃ κ¯ ∈ K ∃x, x
′ ∈ Oκ¯ x
′ ∈ FPN (x). (3.4)
Çàìå÷àíèå 6. Â ñëó÷àå êîãäà òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà X ìåòðèçóåìà, óñëîâèå (3.4) ïðèíè-
ìàåò âèä (3.3): ∀ δ > 0 ∃xδ ∈ X d(xδ,FPN (xδ)) 6 δ.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â òåîðåìàõ [8, òåîðåìû 4, 5℄ íåâåðíî ñîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ íà
óíêöèè ϕ è Ji: ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ïðèâåäåííûå äîêàçàòåëüñòâà íåêîððåêòíû. Ïðàâèëüíûå
äëÿ óíêöèé Ji óñëîâèÿ äîëæíû áûòü ýêâèâàëåíòíû, à äëÿ óíêöèè ϕ àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì
íà óíêöèè Jι, ïðèâåäåííûì â òåîðåìå 2; äëÿ óíêöèè ϕ ýòè óñëîâèÿ ñâîäÿòñÿ ê òðåáîâàíèþ
íåïðåðûâíîñòè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 5 èìååì ðàâåíñòâî P−1N (1) = Fix(FPN ).
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ óòâåðæäåíèé òåîðåìû 2 îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïðèìåíèìîñòü ðàâåíñòâ (3.1)
ê îòîáðàæåíèþ FPN . Êîìïàêòíîñòü è õàóñäîðîâîñòü ïðîñòðàíñòâà X ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
òîïîëîãèè òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à òàêæå èç êîìïàêòíîñòè è õàóñäîðîâîñòè ïîðîæäà-
þùèõ åãî ïðîñòðàíñòâ Xι.
Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü ãðàèêà îòîáðàæåíèÿ FPN . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ X è ι ∈ I ,
â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó Jι è êîìïàêòíîñòè Xι, ìíîæåñòâî argmaxy∈Xι Jι(y, x−ι) îïðå-
äåëåíî è íå ïóñòî. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî x ∈ X îïðåäåëåíî è íå ïóñòî ìíîæåñòâî FPN (x). ðà-






Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó àêñèîì ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâ G(Cι)
âëå÷åò çàìêíóòîñòü G(FPN ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ι ∈ I ãðàèê G(Cι) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå
G(Cι) = {(z, w) ∈ X
2 | w ∈ Cι(z)} = {(z, w) ∈ X
2 | wι ∈ Bι(z)} =
= {(z, w) ∈ X2 | wι ∈ argmax
y∈Xι
Jι((y, z−ι))} = {(z, w) ∈ X
2 | Jι((wι, z−ι)) > max
y∈Xι
Jι((y, z−ι))} =
= {((zι, x−ι), (xι, z−ι)) : (z ∈ X)&(Jι((xι, x−ι)) > max
y∈Xι
Jι((y, x−ι)))}.
Èñõîäÿ èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó íà X−ι óíêöèè Jι(y, ·) ïðè êàæäîì y ∈ Xι, ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî óíêöèÿ x 7→ maxy∈Xι Jι((y, x−ι)) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà X. Òîãäà, ñ ó÷åòîì ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòè ñâåðõó íà X óíêöèè Jι, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî
H
def
= {x ∈ X | Jι((xι, x−ι)) > max
y∈Xι
Jι((y, x−ι))}
çàìêíóòî â X. Ñëåäîâàòåëüíî, G(Cι) ãîìåîìîðíî ((z, w) ↔ ((wι, z−ι), (zι, w−ι))) ïðÿìîìó ïðî-
èçâåäåíèþ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ H è X. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî G(Cι) çàìêíóòî. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. 
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The term prediate unloking is understood as the redution of the problem of nding and studying the
set of truth of a prediate to the problem of nding and studying the set of x points of a map. Prediate
unloking provides opportunities for additional investigation of the truth set and also allows one to build
the elements of this set with partiular properties. There are examples of nontrivial prediate unloking
suh as: the prediate be a stable (weakly invariant) set, the prediate be a nonantiipatory seletor, the
prediate be a saddle point, and the prediate be a Nash equilibrium. In these ases, the question of
the a priori evaluation of the possibility of unloking this or other prediate of interest and the question of
onstruting a orresponding unloking map remained beyond onsideration: the unloking mappings were
provided as ready-made objets. In this note we try to partly lose this gap: we provide a formal denition of
the prediate unloking operation, methods for onstruting and alulating of the unloking mappings and
their basi properties. As an illustration, the routine onstrution of unloking mapping for the prediate
be a Nash equilibrium is arried out. The desribed approah is far from universality, but, at least, it an
be applied to all aforementioned positive examples.
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